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ΑΝΑΛΥΣΗ ΡΑΒΔΩΤΩΝ ΦΟΡΕΩΝ ΜΕ 

ΜΗΤΡΩΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ 



 Ε.Ι. Σαπουντζάκης          ΑΝΑΛΥΣΗ ΡΑΒΔΩΤΩΝ ΦΟΡΕΩΝ ΜΕ ΜΗΤΡΩΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ 

Περιεχόμενα 

1.  Εισαγωγή 

2.  Παρουσίαση χωρικού πλαισίου 

3.  Διανύσματα ακραίων δράσεων στοιχείου χωρικού πλαισίου 

4. Διανύσματα ακραίων μετακινήσεων στοιχείου χωρικού πλαισίου 

6.  Τοπικό μητρώο στιβαρότητας στοιχείου χωρικού 

 πλαισίου  

5.  Μητρώο μετασχηματισμού στοιχείου χωρικού πλαισίου 

7.  Καθολικό μητρώο στιβαρότητας στοιχείου χωρικού         

 πλαισίου  
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Περιεχόμενα 

8. Διανύσματα επικόμβιων δράσεων και μετακινήσεων χωρικού 

 πλαισίου 

9.  Καθολικό μητρώο στιβαρότητας χωρικού πλαισίου 

10. Τροποποίηση (αναδιάταξη) καθολικού μητρώου 

 στιβαρότητας χωρικού παλισίου λόγω στήριξης – Μητρώο 

 αναδιάταξης 

11. Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών χωρικού πλαισίου 
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12. Εφαρμογή-Ανάλυση εσχάρας 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ο συνδυασμός γραμμικών στοιχείων συνδεδεμένων μεταξύ τους 

μέσω κυρίως μονολιθικών συνδέσεων (χωρίς να αποκλείονται και 

κάποιες εσωτερικές ελευθερώσεις) δημιουργεί δομικούς φορείς που 

ονομάζονται πλαισιακοί φορείς ή απλώς πλαίσια. Το 

χαρακτηριστικό στοιχείο ολόσωμου γραμμικού φορέα είναι η δοκός.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ως δοκός νοείται το ευθύγραμμο δομικό στοιχείο, του οποίου η 

οριζόντια διαμήκης διεύθυνση, η οποία αποτελεί και τον άξονα της 

δοκού, έχει διάσταση κατά πολύ μεγαλύτερη από αυτές των δύο 

εγκάρσιων διευθύνσεων. Στην περίπτωση κατά την οποία όλα τα 

μέλη φορέα ανήκουν σε ένα επίπεδο καθώς επίσης και η φόρτιση 

του ενεργεί στο επίπεδο αυτό, ο φορέας χαρακτηρίζεται ως 

“επίπεδος”. Εάν μια από τις προηγούμενες συνθήκες δεν αληθεύει 

ο φορέας χαρακτηρίζεται ως “χωρικός”. Ενδιάμεση περίπτωση 

μεταξύ του επίπεδου και του χωρικού πλαισίου αποτελεί ο φορέας 

που ονομάζεται εσχάρα, στον οποίο όλα τα μέλη ανήκουν σε ένα 

επίπεδο και η φόριση του είναι αποκλειστικά κάθετη στο επίπεδο 

αυτό. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Συνήθης εφαρμογή της περίπτωσης εσχάρας αποτελεί η 

προσομοίωση της πλάκας με τον ραβδωτό αυτόν φορέα μια και ο 

μηχανισμός ανάληψης φορτίων από την πλάκα ομοιάζει σε μεγάλο 

βαθμό με αυτόν των δοκών εσχάρας.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στις επόμενες διαφάνειες παρουσιάζεται η Μέθοδος Άμεσης 

Στιβαρότητας για την ανάλυση χωρικών πλαισίων, δηλαδή 

χωρικών ολόσωμων φορέων, οι οποίοι συνθέτονται αποκλειστικά 

από γραμμικά στοιχεία. 

8 



 Ε.Ι. Σαπουντζάκης          ΑΝΑΛΥΣΗ ΡΑΒΔΩΤΩΝ ΦΟΡΕΩΝ ΜΕ ΜΗΤΡΩΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στις επόμενες διαφάνειες παρουσιάζεται η Μέθοδος Άμεσης 

Στιβαρότητας για την ανάλυση χωρικών πλαισίων, δηλαδή 

χωρικών ολόσωμων φορέων, οι οποίοι συνθέτονται αποκλειστικά 

από γραμμικά στοιχεία. 

Η περίπτωση του χωρικού πλαισίου αποτελεί την πλέον γενική 

περίπτωση ραβδόμορφου φορέα, από την ανάλυση της οποίας 

μπορεί να προκύψει η ανάλυση του επίπεδου δικτυώματος, του 

επίπεδου πλαισίου, του χωρικού δικτυώματος και της εσχάρας 

αντιμετωπίζοντας τους ως ειδικές περιπτώσεις. Για τον λόγο αυτό, 

κατά την παρουσίαση των βημάτων της μεθόδου για την περίπτωση 

του χωρικού πλαισίου, θα επισημαίνεται η εξαγωγή των αντίστοιχων 

βημάτων των φορέων που προαναφέρθηκαν ως ειδικές περιπτώσεις 

των προηγούμενων. 
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Τα μέλη του πλαισίου είναι 

κατασκευασμένα από ομογενές και 

ισότροπο υλικό (                               ) 

και είναι διατομής                            .      
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ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 

Το πλαίσιο στηρίζεται στον κόμβο 1 με 

πάκτωση και στον κόμβο 4 με κύλιση 

με ελευθέρωση μετατόπισης κατά 

τους καθολικούς άξονες      ,     .                

6 230 10 /E kN m 

20.50 0.25A x m
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1x 2x

Εξεταζόμενο πλαίσιο 

Στοιχεία γεωμετρίας 

και υλικού μελών 
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ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 

Σημείο εκκίνησης για την ανάλυση 

του χωρικού πλαισίου αποτελεί η 

αρίθμηση των κόμβων και των 

μελών του. Επίσης, επιλέγεται ως 

καθολικό σύστημα αξόνων το 

δεξιόστροφο ορθογώνιο σύστημα 

αξόνων ως προς το οποίο θα γίνει 

η ανάλυση του φορέα και ο 

υπολογισμός τόσο των κινηματικών 

μεγεθών των κόμβων του όσο και 

των αντιδράσεων των στηρίξεων 

του. 
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Ακολούθως, προκειμένου να 

πραγματοποιηθεί ο ορισμός των 

εσωτερικών εντατικών και των 

κινηματικών μεγεθών των μελών 

εισάγεται τοπικό σύστημα αναφοράς 

για κάθε ένα από τα στοιχεία που 

συνθέτουν το πλαίσιο. Για τον 

καθορισμό του συστήματος αυτού, σε 

κάθε μέλος ορίζεται ως άξονας  x1 

αυτός που έχει διεύθυνση εκείνη του 

μέλους και φορά από τον κόμβο με 

μικρότερο προς τον κόμβο με 

μεγαλύτερο αύξοντα αριθμό. Ως 

άξονες x2, x3  ορίζονται οι κύριοι 

κεντροβαρικοί άξονες της διατομής. 
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Τέλος, καθορίζονται οι βαθμοί 

ελευθερίας κίνησης των κόμβων 

του πλαισίου (κινηματική αοριστία), 

όπου στο βήμα αυτό αμελείται ο 

τρόπος στήριξης του. Έτσι, 

γνωρίζοντας ότι σε χωρικό πλαίσιο 

κάθε κόμβος διαθέτει έξι 

βαθμούς ελευθερίας κίνησης, οι 

βαθμοί ελευθερίας κίνησης του 

φορέα θα είναι 6Ν, όπου Ν ο 

αριθμός των κόμβων (nodes) του 

πλαισίου. 
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ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ ΑΚΡΑΙΩΝ ΔΡΑΣΕΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ 

ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 
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ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 
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Βασικό μητρώο περιστροφής 
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Έτσι, σύμφωνα με 

τα προηγούμενα 
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Αναφορικά με τον προσδιορισμό της γωνίας κυλίσεως ψ ορίζεται σημείο Ρ στο 

επίπεδο         , το οποίο δεν πρέπει να κείται πάνω στον άξονα  1 2,x x 1x
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το συνημίτονο της γωνίας β 

είναι μηδέν διότι μηδενίζεται 

η προβολή του στοιχείου στο 

επίπεδο         . Αυτό σημαίνει 

ότι                         και η 

σχέση που διατυπώθηκε για 

το     δεν ισχύει, διότι η 

μηδενισμένη παράσταση  

βρίσκεται στον παρονομαστή 

των σχέσεων. Στην περίπτω-

ση αυτή θα απαιτηθούν δύο 

διαδοχικές περιστροφές του 

καθολικού συστήματος 

αξόνων, οι οποίες είναι 

τέτοιες ώστε αυτό να 

συμπέσει με το αντίστοιχο 

τοπικό. 

Στην περίπτωση κατά την οποία ο τοπικός άξονας 

    είναι παράλληλος με τον καθολικό άξονα  1x 2x
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Δύο διαδοχικές περιστροφές 

του καθολικού συστήματος 

αξόνων, οι οποίες είναι 

τέτοιες ώστε αυτό να 

συμπέσει με το τοπικό 

σύστημα αξόνων. 
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Στην περίπτωση κατά την οποία ο τοπικός άξονας 

    είναι παράλληλος με τον καθολικό άξονα  1x 2x

1η περιστροφή 

 

 

1x    

3x    

22x x     

33
ax x    12

ax x    

90     

P    .   

a    

    

    

a    

1
Px    

3
Px    

1x    

a    



 

1x    

3x    

22x x     

33
ax x    12

ax x    

90     

P    .   

a    

    

    

a    

1
Px    

3
Px    

1x    

a    

 

 Ε.Ι. Σαπουντζάκης          ΑΝΑΛΥΣΗ ΡΑΒΔΩΤΩΝ ΦΟΡΕΩΝ ΜΕ ΜΗΤΡΩΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ 

Μητρώο περιστροφής με ειδικό προσανατολισμό 

27 

Δύο διαδοχικές περιστροφές 

του καθολικού συστήματος 

αξόνων, οι οποίες είναι 

τέτοιες ώστε αυτό να 

συμπέσει με το τοπικό 

σύστημα αξόνων. 

Στην περίπτωση κατά την οποία ο τοπικός άξονας 
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Και για τις δύο προανα-

φερθείσες περιπτώσεις η 

συνολική έκφραση του 

μητρώου περιστροφής στοι-

χείου ειδικού προσανα-

τολισμού με χρήση του 

βοηθητικού σημείου Ρ 

διατυπώνεται ως 
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Στην περίπτωση κατά την οποία το βοηθητικό σημείο Ρ δεν κείται απλά στο 

επίπεδο             και προς τα θετικά του άξονα       αλλά πάνω στον θετικό 

άξονα    2x

όπου 

1 2,x x 2x

συνημίτονα κατεύθυνσης του 

άξονα του στοιχείου (άξονας     )  1x
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Στην περίπτωση κατά την οποία το βοηθητικό σημείο Ρ δεν κείται απλά στο 

επίπεδο             και προς τα θετικά του άξονα       αλλά πάνω στον θετικό 

άξονα    2x
1 2,x x 2x
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Στην περίπτωση κατά την οποία το βοηθητικό σημείο Ρ δεν κείται απλά στο 

επίπεδο             και προς τα θετικά του άξονα       αλλά πάνω στον θετικό 

άξονα    2x
1 2,x x 2x

Λαμβάνοντας υπόψη τις 

προηγούμενες σχέσεις το βασικό 

μητρώο περιστροφής    

υπολογίζεται ως 
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Στοιχεία γεωμετρίας μελών 
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Στοιχεία γεωμετρίας μελών 
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Εφαρμόζοντας τα προηγούμενα δεδομένα υπολογίζονται τα 

μητρώα μετασχηματισμού των μελών του πλαισίου ως 
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Εφαρμόζοντας τα προηγούμενα δεδομένα υπολογίζονται τα 

μητρώα μετασχηματισμού των μελών του πλαισίου ως 
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Εφαρμόζοντας τα προηγούμενα δεδομένα υπολογίζονται τα 

μητρώα μετασχηματισμού των μελών του πλαισίου ως 
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Μοναδιαίες μετακινήσεις στο άκρο k 
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Δομή μητρώου στιβαρότητας – Δείκτες στιβαρότητας 
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Για τον υπολογισμό 

των δεικτών 

στιβαρότητας 

απαιτούνται μόνο οι 

δείκτες του 

διαγραμμισμένου 

κάτω τριγωνικού 

υπομητρώου.  

Οι δείκτες  Κ12,8 και Κ11,9  προκύπτουν από τη συμμετρία του μητρώου στιβαρότητας, η 

οποία διατηρείται στο διαγώνιο υπομητρώο (kk) (1). Οι δείκτες του υπομητρώου (jk)  

(2) εκφράζουν  τις  δράσεις  παγίωσης  (αντιδράσεις) στο  άκρο  j των περιπτώσεων  

που προαναφέρθηκαν και προκύπτουν συναρτήσει των ήδη γνωστών δράσεων του 

άκρου k από τη θεώρηση της ισορροπίας των δράσεων των στοιχείων. Οι δείκτες 

στιβαρότητας του υπομητρώου (kj) (3) ισούνται με τους αντίστοιχους δείκτες του 

υπομητρώου (jk) λόγω συμμετρίας. Τέλος οι δείκτες του διαγώνιου υπομητρώου (jj) (4) 

είναι οι δράσεις παγιώσεως του άκρου j και υπολογίζονται από τις συνθήκες 

ισορροπίας. 
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Λαμβάνοντας υπόψη τα προαναφερθέντα, δηλαδή την εφαρμογή των συνθηκών 

συμμετρίας και ισορροπίας, το μητρώο στιβαρότητας στοιχείου χωρικού πλαισίου 

μπορεί να γραφεί με την ακόλουθη μορφή, όπου όλοι οι δείκτες στιβαρότητας έχουν 

εκφραστεί συναρτήσει των δεικτών του άνω τριγωνικού υπομητρώου (kk) 
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Λαμβάνοντας υπόψη τις εκφράσεις των δεικτών και τη δομή του μητρώου στιβαρότητας, 

το τοπικό μητρώο στιβαρότητας μέλους χωρικού πλαισίου σταθερής διατομής, 

από ισότροπο, γραμμικώς ελαστικό υλικό λαμβάνει τη μορφή 
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Παραγωγή τοπικών μητρώων στιβαρότητας 

στοιχείων υπόλοιπων τύπων φορέων 
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Εφαρμογή – Τοπικά μητρώα στιβαρότητας μελών 

χωρικού πλαισίου 
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Στοιχεία γεωμετρίας και υλικού μελών 
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Εφαρμογή – Τοπικά μητρώα στιβαρότητας μελών 
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ΚΑΘΟΛΙΚΟ ΜΗΤΡΩΟ ΣΤΙΒΑΡΟΤΗΤΑΣ 

ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΧΩΡΙΚΟΥ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 
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Αντικαθιστώντας στην τοπική σχέση στιβαρότητας, τις σχέσεις των ακραίων δράσεων 

και μετακινήσεων στο τοπικό σύστημα αξόνων συναρτήσει αυτών στο καθολικό και 

λαμβάνοντας υπ’ όψη την ορθοκανονικότητα των μητρώων μετασχηματισμού 

προκύπτει ότι 
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Εφαρμογή – Καθολικά μητρώα στιβαρότητας μελών 

χωρικού πλαισίου 

51 

1

14648.44 0.00 0.00

0.00 3662.11 0.00

0.00 0.00 937500.00

0.00 7324.22 0.00

29296.88 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

14648.4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 0.00 0.00

0.00 3662.11 0.00

0.00 0.00 937500.0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

0

0.00 7

11 12

2

3

1



  















k

0.00 29296.88 0.00

7324.22 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

19531.25 0.00 0.00

0.00 78125.00 0.00

0.00 0.00 5587.50

0.00 29296.88 0.00

7324.22 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

24.22 0.00 9765.63 0.00 0.00

29296.88 0.00 0.00 0.00 39062.50 0

0.00 0.00 0.00





14648.44 0.00 0.00

0.00 3662.11 0.00

0.00 0.00 937500.00

0.00 7324.22 0.00

29296.88 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

14648.44 0.00 0.00

0.00 3662.11 0.00

0.00 0.00 937500.00

0.00 7324.22 0.00

.00 29296.88 0.00 0.00

0.00 0.00 5587.50 0.00 0.













0.00 29296.88 0.00

7324.22 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

9765.63 0.00 0.00

0.00 39062.50 0.00

0.00 0.00 5587.50

0.00 29296.88 0.00

7324.22 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00

19531.25 0.00 0.00

0.00 78125.00 0.00

00 0.00 0.00 0.00 5587.50

































 
 
 
 
 
 
 



2

9155.27 0.00 5493.16

0.00 937500.00 0.00

5493.16 0.00 9155.27

10986.33 0.00 18310.5

7 8 9 10 11 12 13 14 1

5

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

9155.27 0.00 5493.16

0.00 9375

5 1

0

7

8

9

10

11

12

13

14

15

1

6

6

17

18

17 18






















 k

10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

48828.13 0.00 29296.88

0.00 5587.50 0.00

29296.88 0.00 48828.13

10986.33 0.

0.00 0.00

5493.16 0.00 9155.27

10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

 







9155.27 0.00 5493.16

0.00 937500.00 0.00

5493.16 0.00 9155.27

10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.0

00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

24414.06 0.00 14648.44

0.00 5587.50 0.00

14648.44 0.00 24414.06









 



10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

24414.06 0.00 14648.44

0.00 55

0 10986.33

9155.27 0.00 5493.16

0.00 937500.00 0.00

5493.16 0.00 9155.27

10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

 













87.50 0.00

14648.44 0.00 24414.06

10986.33 0.00 18310.55

0.00 0.00 0.00

18310.55 0.00 10986.33

48828.13 0.00 29296.88

0.00 5587.50 0.00

29296.88 0.00 48828.13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 








Μέλος 1 

Μέλος 2 



 Ε.Ι. Σαπουντζάκης          ΑΝΑΛΥΣΗ ΡΑΒΔΩΤΩΝ ΦΟΡΕΩΝ ΜΕ ΜΗΤΡΩΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ 

Εφαρμογή – Καθολικά μητρώα στιβαρότητας μελών 

πλαισίου 
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όπου με κόκκινους αριθμούς έχουν σημειωθεί οι βαθμοί ελευθερίας (των 

ακραίων δράσεων σε κατακόρυφη στήλη και των ακραίων μετακινήσεων 

σε οριζόντια στήλη) των κόμβων του πλαισίου που συνδέει το μέλος. 
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Τροποποιημένα (λόγω 

αναδιάταξης) διανύσματα 

επικόμβιων δράσεων και 

μετακινήσεων πλαισίου 
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Επίλυση – 

Επικόμβιες μετακινήσεις 

κατά τους ελεύθερους και 

επικόβιες δράσεις 

(αντιδράσεις) κατά τους 

δεσμευμένους β.ε. 
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Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών 

εσχάρας 

Μέλος 1 :  

     

1
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1
1

1
11 1 1 1 1 12

1
23

1
1

1
2

0 0 93.777

0 0 16.139

0 0 238.0021
[ ][ ] [ ][ ]
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Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών 

εσχάρας 

Μέλος 2 :  
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2
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2
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2
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25.92 898.934 19.383

0 198.196 0

44.44 218.101 84.7221
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Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών 
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Μέλος 3 :  
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3
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3
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Διαγράμματα 

εσωτερικών 

εντατικών μεγεθών 

μελών εσχάρας 

Παραμορφωμένη 

εικόνα εσχάρας 
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