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Κάθε σημείο του άξονα του μέλους επίπεδου πλαισίου θα έχει:
α) αξονική παραμόρφωση

β) εγκάρσια παραμόρφωση
1 1 41( ) ( ) ( )ij iku x u x u x  
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2 3 2 5 3 62 3v( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ik ikx u x x u x x        
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1 1 41( ) ( ) ( )ij iku x u x u x  

→ Συναρτήσεις σχήματος → εκφράζουν την αξονική 
παραμόρφωση για 
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1 4( ), ( )x x 
ij ik

11u = 1,u = 0
ij ik

11u = 0,u = 1
και

, αντίστοιχα.

α) αξονική παραμόρφωση

Οι παραπάνω συναρτήσεις σχήματος υπολογίζονται με διαδικασία 
όμοια με αυτή που ακολουθείται για την αξονική παραμόρφωση 
μέλους επίπεδου δικτυώματος.

 1 1 ,x x L      4 ,x x L   
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→ Συναρτήσεις σχήματος →
εκφράζουν την ελαστική γραμμή 
του στοιχείου για 
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2 3 5 6( ), ( ), ( ), ( )x x x x   

, αντίστοιχα.

β) καμπτική παραμόρφωση

2 3 2 5 3 62 3v( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ik ikx u x x u x x        

ij
2u = 1 ij ik ik

2 33 = u = = 0 και§
ij
3 = 1 ij ik ik

2 32u = u = = 0και§
ik
2u = 1 ij ij ik

32 3u = = = 0 και§
ik
3 = 1 ij ij ik

22 3u = = u = 0και§



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΧΗΜΑΤΟΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ ΕΠΙΠΕΔΟΥ 
ΠΛΑΙΣΙΟΥ

Ε.Ι. Σαπουντζάκης – Μ. Νεραντζάκη ΜΗΤΡΩΙΚΗ ΣΤΑΤΙΚΗ – ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΓΙΑ ΡΑΒΔΩΤΟΥΣ ΦΟΡΕΙΣ 7

β) καμπτική παραμόρφωση

Επίλυση προβλήματος κάμψης (παραδοχή Bernoulli)

   22

2 2
0

id xd
EI x

dx dx

 
   
  

διπλή ολοκλήρωση
ελαστική 
γραμμή

Για μέλος επίπεδου πλαισίου σταθερής διατομής:

 
3 2

1 2 3 4
3 2

i
x x

x c c c x c    

 
2

1 2 3
2

i
x

x c c x c    

2, 3, 5, 6i 

Οι σταθερές c1, c2, c3, c4 
υπολογίζονται από τις 
συνοριακές συνθήκες.
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Έτσι, για την ψ2(x):        2 2 2 20 1 0 0 0 0L L       , , ,

  2 3
2 1 3 2 ,x x L      
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για την ψ3(x):        3 3 3 30 0 0 1 0 0L L       , , ,

  2 3
3 2 ,x L x L       

για την ψ5(x):        5 5 5 50 0 0 0 1 0L L       , , ,

  2 3
5 3 2 ,x x L     
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και, για την ψ6(x):        6 6 6 60 0 0 0 0 1L L       , , ,

  2 3
6 ,x L x L      
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in in in
a bW W W   

Δυνατό Έργο Αξονικές 
Παραμορφώσεις

Καμπτικές 
Παραμορφώσεις

Επίπεδο Δικτύωμα √ X
Επίπεδο Πλαίσιο √ √

in
aW

in
bW

→ δυνατό έργο λόγω αξονικών παραμορφώσεων (axial)

→ δυνατό έργο λόγω καμπτικών παραμορφώσεων (bending)
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Όμοια με την περίπτωση του στοιχείου επίπεδου δικτυώματος, το 
έργο λόγω αξονικής παραμόρφωσης υπολογίζεται ως εξής:

in 0
( )

L
a a a a

x x x xV
W dV A x E dx       V: ο όγκος του στοιχείου

όπου    1 40 0 0 0a x x    N

και  1 2 31 2 3

Tij ij ij ik ik iku u u u u
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a
x a  N u
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b
x by   N u

Αντικαθιστώντας προκύπτει:

in 0
( )

La T T
a aW EA x dx 

      u N N u (1)

Για το δυνατό έργο λόγω καμπτικών παραμορφώσεων:

in
b b

x xV
W dx   

x
M y Eyu
I

    
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όπου        2 3 5 60 0b x x x x      N

και  1 2 31 2 3

Tij ij ij ik ik iku u u u u
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Αντικαθιστώντας και ολοκληρώνοντας ως προς τη διατομή 
προκύπτει:

in 0
( )

L
b T T

b bW EI x dx 
      u N N u (2)

(1) + (2):

in in in 0 0
( ) ( )

L La b T T T
a a b bW W W EA x dx EI x dx   

            u N N N N u
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όπου 

Για το έργο των εξωτερικών δυνάμεων ισχύει:
T

exW  u f 1 2 3 1 2 3
T ij ij ij ik ik ikF F M F F M    

f

Εξισώνοντας (δWin = δWex):

1 111 14

2 222 23 25 26

3 32 33 35 36 3

41 441 1

52 53 55 562 2

62 63 65 663 3

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

ij ij

ij ij

ij ij

ik ik

ik ik

ik i

F uk k
F uk k k k

M k k k k

k kF u
k k k kF u
k k k kM





                                                    
k

                         
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